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Resumo
Neste trabalho, no´s nos dedicamos a estudar a estrutura nuclear a partir
da obtenc¸a˜o das densidades de corrente de transic¸a˜o de um pro´ton arran-
cado do nu´cleo, em um espalhamento (e, e′p). Este espalhamento envolve
um ele´tron com alta energia que interage com um nu´cleo, tendo como es-
tado final um pro´ton no cont´ınuo e o nu´cleo residual, sendo que o pro´ton
e´ detectado em coincideˆncia com o ele´tron espalhado. As densidades sa˜o
obtidas em uma aproximac¸a˜o relativ´ıstica para a estrutura nuclear (apro-
ximac¸a˜o relativ´ıstica de Hartree) e supondo que o pro´ton, apo´s deixar o
nu´cleo, pode ser descrito por uma onda plana. Tais densidades podem
ainda ser utilizadas na obtenc¸a˜o da secc¸a˜o de choque de espalhamento
para o processo (e, e′p), as quais trazem consigo informac¸o˜es u´nicas sobre
a func¸a˜o de onda do pro´ton ligado. Uma aplicac¸a˜o nume´rica e´ feita para o
16O.
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Abstract
Using a relativistic model to describe the nuclear structure, based on
nucleon and meson degrees of freedom (relativistic Hartree approximation),
we calculate the transition current densities appropriate to describe high
energy electron scattering by a nucleus, in which a proton is emitted and
detected in coincidence with the scattered electron, the so-called (e, e′p)
process in the quasielastic regime. The current calculations are suitable to
obtaining the (e, e′p) cross section in a approximation in which both the
electron and the emitted proton are described by plane waves. A numeric
application is presented for the 16O nucleus.
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Introduc¸a˜o
Uma das te´cnicas mais u´teis na obtenc¸a˜o de informac¸o˜es envolvendo
part´ıculas microsco´picas e´ o espalhamento entre tais part´ıculas, pois esta
pode revelar va´rias caracter´ısticas tanto da part´ıcula incidente quanto da
part´ıcula alvo, assim como dos produtos da reac¸a˜o (quando houver). A
grandeza mais importante neste tipo de processo e´ a sec¸a˜o de choque
de espalhamento (ou de reac¸a˜o). Para que ocorra o espalhamento as
part´ıculas interagem entre si, ou mais precisamente, o campo associado
a uma part´ıcula interage com o campo da outra , causando um desvio
em sua trajeto´ria. E´ claro que, do ponto de vista quaˆntico, a sec¸a˜o de
choque deve depender da distribuic¸a˜o de probabilidade das part´ıculas, ou
ainda melhor, da densidade de corrente de probabilidade associada a cada
uma delas. Procura-se enta˜o formular modelos teo´ricos que permitam ob-
ter estas densidades, cuja validade pode ser testada comparando-se com a
sec¸a˜o de choque medida experimentalmente. Outras informac¸o˜es impor-
tantes neste tipo de experimento sa˜o o aˆngulo de espalhamento e a energia
final das part´ıculas detectadas, bem como seus momentos. Estas quantida-
des podem ser obtidas por medidas diretas dos produtos do espalhamento
e a partir da´ı inferimos os valores de grandezas que na˜o podemos medir
diretamente.
Um tipo de espalhamento importante na obtenc¸a˜o de informac¸o˜es so-
bre o nu´cleo atoˆmico, ou de forma mais geral, espalhamento por alvos
hadroˆnicos, e´ o que utiliza as chamadas pontas de prova eletromagne´ticas.
Neste caso, a interac¸a˜o entre as part´ıculas e´ essencialmente eletromagne´tica.
E´ o caso do espalhamento de ele´trons de alta energia (da ordem de algumas
centenas de Mev ate´ alguns poucos GeV) pelo nu´cleo.
9
10
Figura 1: Um esquema da sec¸a˜o de choque diferencial para espalhamento ele´tron-nu´cleo
(e, e′) para um particular momento transferido. Em suas va´rias regio˜es, a sec¸a˜o de cho-
que exibe (I) espalhamento ela´stico, (II) excitac¸a˜o de n´ıveis discretos, (III) n´ıvel das res-
sonaˆncias gigantes, (IV) o pico quasi-ela´stico e (V) contribuic¸a˜o da produc¸a˜o de p´ıons.[1]
No gra´fico da figura 1, e´ mostrado um esquema da sec¸a˜o de choque
diferencial para o espalhamento de ele´trons, ou simplesmente (e, e′), para
um determinado momento transferido ao nu´cleo alvo [1]. Na regia˜o (I)
no´s vemos o pico produzido pelo espalhamento ela´stico. A regia˜o (II)
representa a excitac¸a˜o de n´ıveis discretos do alvo , enquanto que a regia˜o
(III) representa a energia no cont´ınuo do sistema nuclear, onde os efeitos
de ressonaˆncias gigantes sa˜o dominantes. O pico quasi-ela´stico e´ visto em
(IV). Nele, o ele´tron espalhado interage como se estivesse sendo espalhado
por um nucleon livre. Se o nucleon aqui fosse de fato livre, este pico seria
fino e ocorreria para uma energia q2/2M , para um momento transferido q
e massa nucleoˆnicaM . Esta seria a energia recebida pelo nucleon. O efeito
da ligac¸a˜o do nucleon arrancado ao nu´cleo muda a posic¸a˜o do pico para
q2/2M ∗, onde M ∗ e´ definida como a massa efetiva para o nucleon. Esta
ligac¸a˜o tambe´m alarga o pico devido a` distribuic¸a˜o de momentos nos n´ıveis
dos nucleons. Finalmente, na regia˜o V no´s estamos sobre o limiar para
produc¸a˜o de p´ıons no nu´cleo, ou seja, os efeitos mesoˆnicos sa˜o explicitos
no sistema nuclear.
O chamado espalhamento (e, e′p) e´ a reac¸a˜o na qual a part´ıcula incidente
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e´ um ele´tron e a part´ıcula alvo e´ um nu´cleo, o produto e´ um ele´tron es-
palhado observado em coincideˆncia com um pro´ton arrancado do nu´cleo
por este mesmo ele´tron. Neste espalhamento o ele´tron tem alta ener-
gia(geralmente de 0,5 a 1 GeV), pois precisa vencer as forc¸as nucleares.
Um ele´tron de ta˜o alta energia pode interagir diretamente com um pro´ton
do nu´cleo, sem sentir o restante deste. Quando isto acontece, dizemos que
o espalhamento esta´ na regia˜o quasi-ela´stica. Na˜o e´ de fato ela´stica pois
o nu´cleo inicial A passa a ser um nu´cleo (A-1) apo´s a interac¸a˜o. Neste
trabalho, estamos interessados no espalhamento (e, e′p) na regia˜o quasi-
ela´stica. Como pretendemos deixar claro ao longo deste trabalho, a sec¸a˜o
de choque de espalhamento (e, e′p) depende das densidades de corrente de
transic¸a˜o do pro´ton arrancado, as quais podem ser obtidas a partir de uma
func¸a˜o de onda calculada a partir de um modelo para a estrutura nuclear.
Vamos considerar aqui o chamado modelo de Walecka [2] para o nu´cleo
em sua forma mais simples. Este modelo considera efeitos relativ´ısticos
explicitamente na dinaˆmica dos nucleons, o que se justifica em nosso caso
devido a` crescente faixa de energia dos feixes de ele´trons produzidos nos
grandes aceleradores.
Baseando-se na teoria quaˆntica de campos, Walecka propoˆs um modelo
para o estudo da dinaˆmica das interac¸o˜es entre as part´ıculas que compo˜em
o nu´cleo. Neste modelo, as interac¸o˜es ocorrem atrave´s da troca de me´sons.
Em sua forma mais simples usada aqui, podemos considerar apenas um
me´son escalar e um me´son vetorial, conhecidos respectivamente por σ e ω.
O modelo esta´ baseado em um formalismo lagrangeano onde sa˜o descritos
todos os graus de liberdade hadroˆnicos atrave´s de campos. A partir desta
lagrangeana, podemos obter a hamiltoniana do sistema e finalmente, as
func¸o˜es de onda das part´ıculas nucleares. Este modelo substituiu a forma
tradicional do problema de muitos corpos como era tratado o nu´cleo an-
teriormente. O problema de muitos corpos, de uma forma ou de outra,
gera no entanto dificuldades na obtenc¸a˜o da soluc¸a˜o e por isso precisamos
recorrer a algum tipo de aproximac¸a˜o para se chegar a resultados.
A aproximac¸a˜o relativ´ıstica de Hartree (que e´ uma das formas de apro-
ximac¸a˜o de campo me´dio) consiste em substituir os campos mesoˆnicos
(vetorial e escalar) por seus valores esperados. O problema pode enta˜o ser
resolvido obtendo-se as func¸o˜es de onda de part´ıcula independente para o
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sistema. Usaremos aqui resultados conhecidos na literatura para a apro-
ximac¸a˜o de Hartree a fim de obtermos a dependeˆncia das componentes da
densidade de corrente do pro´ton arrancado no processo (e, e′p), com o mo-
mento do mesmo ainda em estado ligado (momento inicial) no nu´cleo. Fa-
remos ainda uma aplicac¸a˜o nume´rica para os diferentes n´ıveis de part´ıcula
independente do nu´cleo de oxigeˆnio (16O). Um teste para a validade da
equac¸a˜o da continuidade dentro das hipo´tese aqui utilizadas, tambe´m e´
apresentado e discutido ao final do trabalho.
Cap´ıtulo 1
Teoria do Espalhamento
Vamos neste Cap´ıtulo apresentar em linhas gerais a teoria necessa´ria
para o estudo do espalhamento de ele´trons pelo nu´cleo atoˆmico, consi-
derendo um regime relativ´ıstico para o movimento do ele´tron. Ale´m da
cinema´tica do espalhamento, discutimos ainda a obtenc¸a˜o da secc¸a˜o de
choque de espalhamento na conhecida aproximac¸a˜o de Born e apresenta-
mos os principais resultados para o caso em que os ele´trons sa˜o detetados
em coincideˆncia com pro´tons emitidos pelo nu´cleo. A relac¸a˜o entre a secc¸a˜o
de choque e as densidades de corrente calculadas neste trabalho, tambe´m
e´ discutida.
1.1 Cinema´tica do espalhamento
Nesta sec¸a˜o definiremos a notac¸a˜o a ser usada neste trabalho, assim
como a cinema´tica envolvida no espalhamento de um ele´tron pelo nu´cleo.
1.1.1 Notac¸a˜o e definic¸o˜es preliminares
Antes de mais nada, e´ preciso deixar claro a notac¸a˜o a ser utilizada em
nossos ca´lculos. Definiremos o quadri-vetor xµ com µ = 0, 1, 2, 3, onde:
x0 = ct , x1 = x , x2 = y , x3 = z (1.1)
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e t,x,y e z sa˜o respectivamente as coordenadas de tempo e espac¸o.
Em termos de xµ, as transformac¸o˜es de Lorentz assumem a seguinte
forma:

x0
′
= γ(x0 − βx1)
x1
′
= γ(x1 − βx0)
x2
′
= x2
x3
′
= x3
(1.2)
onde β = v/c, γ = 1√
1−β2 e v e´ a velocidade relativa dos referenciais
inerciais na direc¸a˜o x.
Introduziremos a me´trica gµν que pode ser escrita como a seguinte ma-
triz:
g =

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1
 (1.3)
Agora definiremos o quadri-vetor covariante(´ındice baixo), como sendo:
xµ = gµνx
ν (1.4)
onde usamos a convenc¸a˜o de soma de Einstein. Por outro lado, chamamos
o quadri-vetor com ı´ndice alto de contravariante.
O invariante I pode ser escrito como I = xµx
µ. Todos os demais quadri-
vetores possuem esta propriedade. Assim, dados quaisquer dois quadri-
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vetores, a quantidade:
aµbµ = aµb
µ = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3 ≡ a · b
permanece invariante. Ela e´ definida como o produto escalar de a e b.
Veremos, a partir de agora, como fica a notac¸a˜o para o momento (p) e
energia (E) em termos de quadri-vetores.
Se partirmos da relac¸a˜o momento-energia relativ´ıstica [3]:
[
(E) 2 − p2c2]−m2c4 = 0 (1.5)
obteremos:
pµpµ −m2c2 = 0 (1.6)
onde p0 = E/c, p1 = −px, p2 = −py, p3 = −pz. A quantizac¸a˜o do sistema
nos leva a`s relac¸o˜es [3]:
pµ → i~∂µ , onde ∂µ ≡ ∂
∂xµ
(1.7)
Em termos das coordenadas, o operador ∂µ pode ser expresso por:
∂0 =
1
c
∂
∂t
, ∂1 =
∂
∂x
, ∂2 =
∂
∂y
e ∂3 =
∂
∂z
(1.8)
Substituindo (1.7) e (1.8) em (1.6) e aplicando a uma func¸a˜o de onda
Ψ, chegamos a` equac¸a˜o de Klein-Gordon para part´ıculas livres:
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− 1
c2
∂2Ψ
∂t2
+ ~∇2Ψ =
(mc
~
)2
Ψ (1.9)
Esta equac¸a˜o apresentava dificuldades de interpretac¸a˜o devido ao fato
de ser de segunda ordem em t. Na verdade, a equac¸a˜o de Klein-Gordon
descreve as part´ıculas relativ´ısticas de spin 0. Dirac determinou uma sa´ıda
para encontrar uma fo´rmula de momento-energia relativ´ıstica consistente
com (1.5) e ao mesmo tempo de primeira ordem em t [3]:
i~γµ∂µΨ−mcΨ = 0 (1.10)
onde:
γ0 =
(
1 0
0 −1
)
, γi =
(
0 σi
−σi 0
)
(1.11)
e as σi sa˜o as matrizes de Pauli, 1 representa a matriz 2x2 identidade e
0 a matriz 2x2 nula. A func¸a˜o Ψ e´, enta˜o, uma matriz coluna de quatro
elementos:
Ψ =

Ψ1
Ψ2
Ψ3
Ψ4
 , (1.12)
tambe´m chamada de ”spinor de Dirac”. As componentes desse spinor na˜o
se transformam como um quadri-vetor, quando se vai de um sistema inercial
a outro. Enta˜o, como elas se transformam? Se formos para um sistema de
velocidade v na direc¸a˜o x, a transformac¸a˜o e´:
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Ψ→ Ψ′ = SΨ (1.13)
onde S e´ a seguinte matriz 4x4 [3]:
S = a+ + a−γ0γ1 =
(
a+ a−σ1
a−σ1 a+
)
(1.14)
onde
a± = ±
√
1
2
(γ ± 1) (1.15)
e
S†S = S2 = γ
(
1 −vcσ1
−vcσ1 1
)
6= 1 (1.16)
A soma dos quadrados dos elementos de um quadri-vetor na˜o e´ invari-
ante de Lorentz; no´s precisamos de um sinal de menos para as componentes
espaciais. No caso dos spinores, precisaremos de sinais de menos para a
terceira e quarta componentes. Definimos, enta˜o:
Ψ¯ ≡ Ψ†γ◦ = (Ψ∗1,Ψ∗2,−Ψ∗3,−Ψ∗4) (1.17)
e a quantidade:
Ψ¯Ψ = Ψ†γ◦Ψ = |Ψ1|2 + |Ψ2|2 − |Ψ3|2 − |Ψ4|2 (1.18)
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e´, enta˜o, um invariante relativ´ıstico, ou seja, Ψ¯′Ψ
′ ≡ Ψ¯Ψ.
Agora, passaremos a analisar a transformac¸a˜o por paridade, definida
por [3]:
Ψ→ Ψ′ = γ◦Ψ (1.19)
Obteremos:
(Ψ¯Ψ)′ = (Ψ′)†γ0Ψ′ = Ψ†(γ0)†γ0γ0Ψ = Ψ†γ0Ψ = Ψ¯Ψ (1.20)
Logo, (Ψ¯Ψ) e´ invariante sob paridade, ou seja, um escalar. Ao todo,
existem 16 produtos da forma Ψ∗iΨj (i e j variando de 1 a 4). Estes 16
produtos podem ser somados conjuntamente em va´rias combinac¸o˜es line-
ares para construir quantidades com propriedades de transformac¸a˜o por
paridade diferentes:
(1) Ψ¯Ψ escalar (uma componente)
(2) Ψ¯γ5Ψ pseudo-escalar (uma componente)
(3) Ψ¯γµΨ vetor (quatro componentes)
(4) Ψ¯γµγ5Ψ pseudo-vetor (quatro componentes)
(5) Ψ¯σµνΨ tensor anti-sime´trico (seis componentes)
(1.21)
onde:
σµν ≡ i
2
(γµγν − γνγµ) (1.22)
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e
γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 =
(
0 1
1 0
)
(1.23)
Estes 16 termos sa˜o tudo que podemos construir. Qualquer matriz 4x4
pode ser escrita como uma combinac¸a˜o linear destas 16 componentes.
1.1.2 Cinema´tica do espalhamento de ele´trons relativ´ısticos
Agora vamos abordar a cinema´tica do espalhamento em si. Vamos
primeiramente supor que o nosso sistema de refereˆncia seja o laborato´rio.
O ele´tron ira´ interagir com um nu´cleo em repouso (fixo em relac¸a˜o ao
laborato´rio). Consideraremos um ele´tron commassame e carga−e, quadri-
momento inicial ~ki ≡ ~kµi = (Eic , ~~ki), ~kµf = (Efc , ~~kf) e´ o quadri-
momento final e ~qµ o quadri-momento transferido para o alvo, onde qµ =
(kµi − kµf ) ≡ (ωc , ~q) com ω = ∆E~ e ~q = (~ki − ~kf). Temos ainda que:
q2µ ≡ qµqµ ≡ q · q =
(ω
c
)2
− |~q|2 (1.24)
Para exemplificar, vamos olhar para a figura (1.1). O ele´tron transfere
momento igual a ~~q ao nu´cleo. Como este espalhamento envolve ele´trons
relativ´ısticos, as energias envolvidas sa˜o muito maiores que a energia de
repouso do ele´tron, que pode, enta˜o, ser desprezada. Logo Ei = |~ki|~c e
Ef = |~kf |~c sa˜o as energias inicial e final do ele´tron. Pelo princ´ıpio da
conservac¸a˜o de energia, temos:
Ei = Ef + Eex + ER (1.25)
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onde Eex e´ a energia de excitac¸a˜o do nu´cleo e ER e´ a sua energia de recuo.
Iremos supor nesta sec¸a˜o que ER seja considerado desprez´ıvel.
Figura 1.1: Espalhamento entre uma part´ıcula leve(massa me) com energia inicial Ei e
momento inicial ~~ki e um nu´cleo (massa M) em repouso em relac¸a˜o ao referencial do
laborato´rio. Apo´s a interac¸a˜o a part´ıcula leve possui energia final Ef e momento final
~~kf e a part´ıcula pesada possui energia de recuo ER e momento ~PR.
Podemos ainda escrever que [4]:
Q2µ = −q2µ = 4kikf sin2(θ/2) (1.26)
Pela figura (1.1), θ e´ o aˆngulo de espalhamento. A sec¸a˜o de choque de
espalhamento das part´ıculas em um aˆngulo so´lido dΩ, e´ dada por [4]:
CAPI´TULO 1. TEORIA DO ESPALHAMENTO 21
dσ
dΩ
=
1
S
dN
dt
(1.27)
onde dNdt e´ a probabilidade de transic¸a˜o por unidade de tempo e S e´ a
densidade de corrente incidente (part´ıculas incidentes por tempo por a´rea
perpendicular a` direc¸a˜o do feixe). Considerando a aproximac¸a˜o de on-
das planas para o ele´tron antes e depois da interac¸a˜o, podemos obter a
probabilidade de transic¸a˜o a partir da teoria de perturbac¸a˜o de primeira
ordem (ou primeira aproximac¸a˜o de Born [5]). Logo, teremos para dN/dt,
a expressa˜o [4]:
dN
dt
=
2piρ(Ef)
~
∑
if
|〈Φf |H ′|Φi〉|2 (1.28)
onde o somato´rio acima representa a soma nos estados iniciais e na me´dia
dos estados finais, ρ(Ef),que e´ dado por:
ρ(Ef)dΩ =
dη
dEf
,
e´ a densidade dos estados finais do ele´tron e dη e´ o nu´mero de estados de
momento final ~~kf para o elemento de aˆngulo so´lido dΩ dentro dos interva-
los d3kf e dEf . Por outro lado, H
′
representa a hamiltoniana de interac¸a˜o
ele´tron-alvo e Φi,f os estados inicial e final do sistema respectivamente.
Temos [4]:
dη =
Vf~3k2fdkfdΩ
(2pi~)3
(1.29)
onde Vf e´ o volume de normalizac¸a˜o para o ele´tron. Logo, podemos escre-
ver:
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ρ(Ef) =
Vf~2k2f
(2pi~)3c
(1.30)
O fluxo incidente pode ser escrito como [4]:
S =
c
Vi
, (1.31)
onde Vi e´ o volume de normalizac¸a˜o para os ele´trons incidentes. Para a
sec¸a˜o de choque diferencial, teremos:
dσ
dΩ
=
ViVf~2k2f
(2pi~2c)2
∑
if
|〈Φi|H ′|Φf〉|2 (1.32)
onde
∑
if e´ uma soma nos estados iniciais e na me´dia dos estados finais.
1.2 Dinaˆmica do espalhamento
Vamos aqui apresentar os principais resultados para a obtenc¸a˜o da sec¸a˜o
de choque de espalhamento, fazendo uma comparac¸a˜o entre o espalhamento
(e, e′) e o espalhamento em coincideˆncia (e, e′p).
1.2.1 Interac¸a˜o eletromagne´tica com a mate´ria
A interac¸a˜o eletromagne´tica e´ relativamente fraca em relac¸a˜o a`s forc¸as
nucleares. Portanto e´ suficiente mantermos apenas os termos de ordem
mais baixa no campo eletromagne´tico. Em particular, na chamada apro-
ximac¸a˜o de troca de um fo´ton (equivalentemente a primeira aproximac¸a˜o
de Born) [3] podemos escrever H ′ como:
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H ′ =
∫
d4xJµ(x)Aµ(x), (1.33)
onde Jµ(x) representa o operador densidade de corrente do nu´cleo e Aµ(x)
o potencial de M∅ller [6] gerado pelo ele´tron descrito como uma onda
plana. Evidentemente, tanto a densidade do ele´tron como a do nu´cleo
devem obedecer uma equac¸a˜o de continuidade [6]. Neste trabalho, vamos
considerar a func¸a˜o de onda ψe do ele´tron como sendo:
ψe = N
1
2 u(k, s)e−ik·x (1.34)
onde N e´ a normalizac¸a˜o e:
u¯(k, s)u(k, s) = 1 , (1.35)
satisfazendo a equac¸a˜o de Dirac para part´ıcula livre:
(6 k −mc)u(k, s) = 0 (1.36)
onde 6 k ≡ γ · k e s representa o spin eletroˆnico. O potencial de M∅ller em
(1.33) pode ser escrito na forma de densidade de corrente eletroˆnica como
[6]:
Aµ(x) =
e
Q2µ
jµ(x) (1.37)
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onde jµ(x) = Ne
i(kf−ki)·xufγµui.
A corrente do alvo Jµ(x) e´ definida como o elemento de matriz do ope-
rador densidade de quadri-corrente Jˆµ(x) entre o estado inicial e final do
mesmo, os quais denotaremos de agora em diante por |Ψi〉 e |Ψf〉 respecti-
vamente. Podemos utilizar a invariaˆncia de Lorentz para escrever:
Jµ(x) = 〈Ψf |Jˆµ(x)|Ψi〉 = e i~ (pf−pi)·x〈Ψf |Jˆµ(0)|Ψi〉 ≡ e i~ (pf−pi)·xJµif (1.38)
Para o elemento da matriz de espalhamento, temos [6]:
〈Φf |H ′|Φi〉 = −ieZjµ 1
Q2µ
Jµ(~q )2piδ(Ef − Ei − ~w), (1.39)
sendo Z a carga do nu´cleo. A densidade de corrente nuclear no espac¸o dos
momentos transferidos Jµ(~q ) e´ dada por:
Jµ(~q ) =
∫
d~r ei~q·~r〈Ψf |Jˆµ|Ψi〉 (1.40)
e, para a amplitude (com m e n iguais a -1,0 e +1), temos:
∑
if
|〈Φf |H ′|Φi〉|2 = e2Z2 1
Q2µ
∑
mn
1
4EiEf
LmnWmn (1.41)
onde Lmn sa˜o as componentes do chamado tensor leptoˆnico eWmn do tensor
hadroˆnico, que, em termos das correntes acima definidas, sa˜o dados por:
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Lmn ≡ 4EiEf
∑
spin
jmj
∗
n (1.42)
e
Wmn =
∑
if
Jm(~q )J
∗
n(~q )δ(Ei − Ef − ~w) (1.43)
Nossa escolha de eixos coordenados e´ tal que o quadrivetor momento
transferido e´ dado por:
qµ =
(ω
c
, 0, 0, ~q
)
(1.44)
ou seja, o momento transferido esta´ na direc¸a˜o zˆ. Seguem-se as definic¸o˜es:
²µ± = ∓
1√
2
(0, 1,±i, 0) (1.45)
e
²µ0 =
( |~q|
Qµ
, 0, 0,
ω/c
Qµ
)
. (1.46)
Usando tais definic¸o˜es, expandimos as correntes leptoˆnica e hadroˆnica,
respectivamente como jm = jµ²
µ ∗
m , Jm = (−)mJµ²µm e onde ²µ∗m = (−)m²µ−m.
1.2.2 Sec¸a˜o de choque (e, e′)
A sec¸a˜o de choque de Mott e´ obtida assumindo-se que o ele´tron seja
espalhado elasticamente por uma part´ıcula de massaM(M >> m) puntual
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e que sua energia de recuo possa ser desprezada. A sec¸a˜o de choque no
referencial do laborato´rio desprezando a energia de repouso do ele´tron sera´
[3]:
σM =
(
α~c cos(θ/2)
2E sin2(θ/2)
)2
, (1.47)
onde α e´ a constante de estrutura fina. O nu´cleo atoˆmico na˜o e´ uma carga
puntual simples, pois possui uma estrutura interna complexa. A figura
(1.2) mostra o diagrama de Feynman para a troca de um fo´ton (γ) entre
um ele´tron e um nu´cleo, ressaltando que o trac¸o duplo representando o
nu´cleo indica que ele possui uma estrutura interna.
Para um espalhamento gene´rico onde considera-se tal estrutura e observa-
se apenas o ele´tron espalhado, a sec¸a˜o de choque e´ dada por [6]:
dσ
dΩ
= σM
Ef
Ei
[L00W00 + L11W11 + L−1−1W−1−1] (1.48)
onde temos para o tensor leptoˆnico [6]:
L00 =
Q2µ
|~q |2 , (1.49)
L11 = L−1−1 =
[
tan2
θ
2
+
Q2µ
2|~q |2
]
. (1.50)
Para o tensor hadroˆnico e´ necessa´rio calcularmos a densidade de cor-
rente nuclear Jµ(q). Separando a dependeˆncia em θ, podemos reescrever a
CAPI´TULO 1. TEORIA DO ESPALHAMENTO 27
expressa˜o (1.48) como:
dσ
dΩ
= σM
Ef
Ei
[
2W1 tan
2(θ/2) +W2
]
(1.51)
onde W1 e W2 sa˜o definidos como:
W1 =
1
2
(W11 +W−1−1) (1.52)
e
W2 =
Q2µ
|~q |2
[
W00 +
1
2
(W11 +W−1−1)
]
(1.53)
A equac¸a˜o (1.51) e´ conhecida como ”fo´rmula de Rosenbluth”.
Figura 1.2: Diagrama de Feynman: Troca de um fo´ton entre um ele´tron e um nu´cleo.
1.3 Espalhamento (e, e′p)
Espalhamento de ele´trons no qual um produto e´ detectado em coin-
cideˆncia com o ele´tron espalhado pode ser expresso por A(e, e′x)B, onde x
denota este produto(que pode ser um pro´ton, um neˆutron, um p´ıon, uma
part´ıcula alfa e outras), A e B sa˜o os nu´cleos inicial e final respectivamente.
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Figura 1.3: Sistema de refereˆncia usado em nossos ca´lculos. Aqui xz define o plano de
espalhamento e o plano definido pelo aˆngulo Φp em relac¸a˜o ao plano de espalhamento e´ o
plano de reac¸a˜o.
Este tipo de experimento pode ser utilizado para estudar reac¸o˜es em va´rias
regio˜es cinema´ticas e para detectar diferentes tipos de part´ıculas. Neste
trabalho discutiremos a reac¸a˜o A(e, e′p)(A − 1) na regia˜o quasi-ela´stica.
Ate´ agora, vinhamos trabalhando com o espalhamento de ele´trons com um
alvo pesado (fixo em alguns casos), mas obedecendo a fo´rmula:
e + A→ e′ + A∗ (1.54)
onde A∗ representa o nu´cleo final que pode estar em um estado excitado.
O nosso interesse maior aqui e´ o espalhamento do ele´tron emitido em coin-
cideˆncia com um pro´ton arrancado da estrutura nuclear.
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e + A→ e′ + P + (A− 1)∗ (1.55)
Figura 1.4: Diagrama para troca de um fo´ton para a reac¸a˜o (e, e′p). Aqui, ~Pn e´ o momento
inicial do nu´cleo e e´ igual a zero, ~PR e´ o momento de recuo do mesmo apo´s a interac¸a˜o. O
momento do pro´ton arrancado e´ igual a ~pf . (as setas na˜o indicam a direc¸a˜o dos respectivos
momentos)
Neste caso, o ele´tron interage basicamente com este pro´ton emitido. O
comportamento da sec¸a˜o de choque seria facilmente tratado se este pro´ton
na˜o tivesse momento dentro do nu´cleo (~pi). Pore´m, o momento do pro´ton
esta´ ligado a` dinaˆmica interna do sistema, podendo ser obtido a partir
da cinema´tica da reac¸a˜o. Em nosso trabalho, estamos particularmente
interessados nesta dinaˆmica. Para isso, usaremos um modelo quasi-ela´stico
para o tratamento do problema como explicado logo abaixo e tambe´m no
pro´ximo cap´ıtulo em mais detalhes. Temos as seguintes relac¸o˜es:
~~q = ~pf + ~PR (1.56)
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onde ~PR e´ o momento de recuo do nu´cleo e:
~ω = Tpf + TR + Eex (1.57)
e´ a energia transferida, onde Tpf e TR sa˜o as energias cine´ticas do pro´ton
e do nu´cleo residual respectivamente e Eex e´ a energia de excitac¸a˜o do
nu´cleo final. Para que o processo seja quasi-ela´stico, temos que: ~ω >>
〈B〉 e |~q | >> 1R , onde R representa a dimensa˜o me´dia do nu´cleo e 〈B〉 o
valor me´dio da energia de ligac¸a˜o da part´ıcula no sistema nuclear. Neste
processo, e´ como se o ele´tron interagisse diretamente com o pro´ton sem
sentir a ac¸a˜o do restante do nu´cleo, ou seja, a interac¸a˜o e´ equivalente a
interac¸a˜o ela´stica de um ele´tron com um pro´ton. Neste contexto, temos
que −→p i = −−→P R.
1.3.1 Os fatores de forma no espalhamento (e, e′p)
Vamos agora discutir os fatores de forma para o espalhamento (e, e′p).
Assumimos novamente que o ele´tron tem func¸a˜o de onda que obedece a
equac¸a˜o de Dirac para part´ıculas livres e ha´ assim a troca de somente um
fo´ton entre o ele´tron e o nu´cleo. A energia de repouso do ele´tron pode
ainda ser desprezada, quando comparada a` sua energia total. Com estas
aproximac¸o˜es e seguindo um procedimento semelhante ao que foi utilizado
no espalhamento (e, e′), obtemos para a sec¸a˜o de choque diferencial [7]:
d5σ
dEfdΩedΩp
=
σM
(2pi)3
(mpc
2)(pfc)
(~c)3
(vlwl + vtwt + vtlwtl + vttwtt) (1.58)
Os fatores v proveˆm do tensor leptoˆnico e dependem apenas de varia´veis
cinema´ticas do ele´tron espalhado [7]:
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vl =
(
Q2µ
~q 2
)2
, (1.59)
vt = tan
2 θ
2
+
1
2
Q2µ
~q 2
, (1.60)
vtl =
q2µ√
2~q 2
(
tan2
θ
2
+
Q2µ
~q 2
) 1
2
, (1.61)
vtt =
1
2
q2µ
~q 2
. (1.62)
No´s podemos expressar os fatores de forma w em termos das compo-
nentes do tensor hadroˆnico, definido por 1.43 [7]:
wl = W00 (1.63)
wt = W11 +W−1−1 (1.64)
wtl = 2Re (W10 +W−10) , (1.65)
wtt = 2Re (W1−1) . (1.66)
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As componentes J+ e J− sa˜o obtidas fazendo:
J± = ∓ 1√
2
(Jx ± iJy) (1.67)
e J0 e´ a componente temporal do quadri-vetor J . Note-se que a compo-
nente Jz da corrente na˜o aparece, pois assumimos que a corrente hadroˆnica
satisfaz a equac¸a˜o da continuidade, o que permite escrever tal componente
em termos de J0. Os pro´ximos cap´ıtulos sera˜o dedicados exclusivamente ao
ca´lculo das densidades de corrente do pro´ton (Jµ), supondo o mesmo ini-
cialmente ligado ao nu´cleo atrave´s de um potencial me´dio e uma part´ıcula
livre, apo´s ser arrancado do mesmo.
Cap´ıtulo 2
Densidade de Corrente Nuclear
2.1 Teoria ba´sica
Nesta sec¸a˜o abordaremos todo o desenvolvimento dos ca´lculos que ire-
mos utilizar. Primeiramente iremos apresentar, de forma suscinta, o mo-
delo utilizado para descrever a estrutura nuclear, ou seja, os poss´ıveis es-
tados ligados do pro´ton. Depois, a teoria ba´sica que define o operador
corrente para o pro´ton e´ apresentada e, em seguida, o ca´lculo das compo-
nentes da densidade de corrente, J0, Jz, J+ e J−, sera˜o apresentados dentro
do modelo.
2.1.1 Modelo de Walecka e aproximac¸a˜o relativ´ıstica de Hartree
Neste trabalho, adotamos o enfoque geral de que o sistema nuclear e´
formado basicamente por pro´tons, neutrons e me´sons. Estes u´ltimos teˆm
o papel de mediadores da interac¸a˜o entre os primeiros, de forma ana´loga
aos fo´tons, mediadores da interac¸a˜o eletromagne´tica entre part´ıculas ele-
tricamente carregadas. Atualmente, a teoria que nos permite descrever
um sistema de muitos corpos composto por ha´drons e´ a teoria quaˆntica de
campos, que se baseia em uma densidade lagrangeana apropriada.
Por analogia a` eletrodinamica quaˆntica (QED), a interac¸a˜o entre ha´drons
e´ chamada de hadrodinaˆmica quaˆntica (QHD). Logo, com base na teoria de
campos, foi proposto um modelo [2] (que leva o nome de um dos autores,
qual seja, modelo de Wallecka) para o estudo da dinaˆmica das part´ıculas
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nucleares e suas interac¸o˜es. Portanto, a lagrangeana deste modelo conte´m
os termos livres de nucleons e me´sons, bem como os termos de interac¸o˜es
das trocas de me´sons entre os nucleons.
A partir desta lagrangeana, podemos encontrar as equac¸o˜es de movi-
mento para os campos e a hamiltoniana do sistema. Com a hamiltoniana,
podemos encontrar as func¸o˜es de onda das part´ıculas e outras grandezas de
interesse. Neste trabalho, estamos utilizando a forma simples do modelo de
Walecka, ou seja, estamos considerando apenas trocas de me´sons escalares
(σ) e vetoriais (ω).
A func¸a˜o densidade lagrangeana pode ser escrita como segue:
L = L livreN +L
livre
s +L
livre
ω +L
inter
NNs +L
inter
NNω , (2.1)
ondeL livreN e´ a lagrangeana livre do nucleon,L
livre
s e´ a lagrangeana livre do
me´son σ,L livreω e´ a lagrangeana livre do me´son ω,L
inter
NNs e´ a lagrangeana de
interac¸a˜o nucleon-nucleon pela troca do me´son σ e L interNNω e´ a lagrangeana
de interac¸a˜o nucleon-nucleon pela troca do me´son ω.
A seguir, mostraremos as densidades lagrangeanas para os campos livres
[2]:
L livreN = Ψ¯(x)(iγ
µ∂µ −M)Ψ(x) , (2.2)
L livres = −
1
2
[
m2sς
2(x)− ∂µς(x)∂µς(x)
]
e (2.3)
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L livreω = −
1
4
Fµν(x)F
µν(x) +
1
2
m2ωων(x)ω
ν(x) (2.4)
onde M , ms e mω sa˜o as massa de repouso do nucleon, do me´son σ e
do me´son ω respectivamente e Fµν ≡ ∂µων(x) − ∂νωµ(x). Nas equac¸o˜es
acima, os operadores dos campos do nucleon, do me´son σ e do me´son ω
sa˜o, respectivamente, Ψ(x), ς(x), ω(x).
Para as densidades lagrangeanas de interac¸a˜o, temos [2]:
L interNNs = gsΨ¯ς(x)Ψ e (2.5)
L interNNω = −gvΨ¯ων(x)γνΨ , (2.6)
onde gs e gv sa˜o constantes de acoplamento dos me´sons σ e ω, respectiva-
mente. Utilizando a equac¸a˜o de Euler-Lagreange ∂L∂χ −∂µ ∂L∂[∂µχ] = 0, onde χ
representa qualquer um dos graus de liberdade do sistema e levando ainda
em conta a equac¸a˜o da continuidade para o nucleon, ou seja, ∂µ[Ψ¯γ
µΨ] = 0,
podemos obter as equac¸o˜es de movimento do sistema:
(−iγµ∂µ +M)Ψ(x) = gsς(x)Ψ(x)− gvων(x)γνΨ(x) , (2.7)
(2+m2σ)ς(x) = gsΨ¯(x)Ψ(x) e (2.8)
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(2+m2ω)ων(x) = gvΨ¯(x)γνΨ(x) . (2.9)
onde 2 e´ a representac¸a˜o para o operador d’alembertiano.
A equac¸a˜o (2.7) e´ a equac¸a˜o de Dirac, (2.8) e´ a equac¸a˜o de Klein-Gordon
na˜o homogeˆnea e (2.9) e´ a equac¸a˜o de Proca com termo de fonte. Uma
forma de soluc¸a˜o para este problema, usualmente adotada, e´ a chamada
aproximac¸a˜o de Hartree [2]. Nela, os campos mesoˆnicos sa˜o substituidos
por valores me´dios, ou campos cla´ssicos, os quais na˜o dependem do tempo.
Estes campos sa˜o enta˜o obtidos de forma autoconsistente, resolvendo-se si-
multaneamente as equac¸o˜es de Klein-Gordon e de Dirac. Ainda, impondo
invariaˆncia rotacional, apenas a componente temporal do me´son ω na˜o se
anula. A func¸a˜o de onda dos nucleons passa enta˜o a ser dada pelo determi-
nante de Slater dos A estados de part´ıcula independente de menor energia,
os quais sa˜o obtidos da condic¸a˜o de autoconsisteˆncia. Em nosso caso, su-
pomos ainda que os campos, ou simplesmente potenciais, dos me´sons teˆm
simetria esfe´rica. Com todas estas hipo´teses implementadas, o conjunto de
equac¸o˜es acima se reduzem ao sistema:
d2
dr2
ς0(r) +
2
r
d
dr
ς0(r)−m2sς0(r) = −gs%s(r) (2.10)
d2
dr2
ω0(r) +
2
r
d
dr
ω0(r)−m2vω0(r) = −gv%B(r) (2.11)
e
d
dr
Gα(r) +
κ
r
Gα(r)− [Eα − gvω0(r) +M − gsς0(r)]Fα(r) = 0 , (2.12)
d
dr
Fα(r)− κ
r
Fα(r) + [Eα − gvω0(r)−M + gsς0(r)]Gα(r) = 0 , (2.13)
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onde G(r) e F (r) sa˜o as duas componentes radiais da func¸a˜o de onda de
part´ıcula para o nucleon (no caso estamos desprezando as diferenc¸as entre
pro´ton e neutron). Podemos ainda escrever as soluc¸o˜es para os potenciais
mesoˆnicos em termos de func¸o˜es de Green:
ς(r) = gs
∫
Dσ(r, r
′)%s(r′)r′2dr′ e (2.14)
ων(r) = gv
∫
Dω(r, r
′)%B(r′)r′2dr′ , (2.15)
onde Dσ(r, r
′) e Dω(r, r′) sa˜o as func¸o˜es de Green [2],
%s(r) =
occ∑
α
(
2jα + 1
4pir2
)
[|Gα(r)|2 − |Fα(r)|2] (2.16)
e
%B(r) =
occ∑
α
(
2jα + 1
4pir2
)
[|Gα(r)|2 + |Fα(r)|2] (2.17)
onde jα e´ o momento angular total de cada estado e a somato´ria inclui
todos os A estados de energia mais baixa. O esquema apresentado acima foi
implementado em nosso caso, utilizando o co´digo computacional TIMORA
[8]. O conjunto de paraˆmetros utilizados sera´ apresentado no Cap´ıtulo 3.
2.1.2 Densidade de corrente para part´ıculas com uma estrutura
interna
O pro´ton, assim como o neˆutron, que compo˜em a estrutura nuclear
interagem entre si basicamente por troca de me´sons. A corrente hadroˆnica
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surge, enta˜o, destas trocas. A densidade de corrente do pro´ton, dada em
termos das matrizes γ, assim como a do ele´tron vista no cap´ıtulo 1, pode
ser escrita como:
Jµ = Ψ¯fΓµΨi . (2.18)
Olhando para as equac¸o˜es listadas em (1.21), vemos que existem treˆs
formas de se obter quadri-vetores atrave´s do produto (Ψ∗Ψ). Sabe-se, por
evideˆncias experimentais que a interac¸a˜o eletromagne´tica e´ invariante por
inversa˜o de paridade, o que implica que as Γµ’s podem somente ser vetores
e na˜o pseudo-vetores, logo reduzimos para duas formas. Cobrindo todas as
possibilidades, podemos escrever a densidade de corrente hadroˆnica como:
Jµ = Ψ¯f [γ
µK1 + iσµν(pf − pi)νK2 + iσµν(pf + pi)νK3 + (pf − pi)µK4+
(pf + pi)µK5] Ψi, (2.19)
onde Ψf e Ψi representam o estado final e inicial do pro´ton, respectiva-
mente. Os fatores de forma Kj sa˜o func¸o˜es de (~q)2 ≡ (pf − pi)2 apenas.
Os termos envolvendo (pf +pi) podem ser incorporados nos demais fatores
usando as seguintes propriedades [9]:
Ψ¯f [(pf + pi)µ] Ψi = Ψ¯f [−iσµν(pf − pi)ν + (Mf +Mi)cγµ] Ψi (2.20)
e
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Ψ¯f [iσµν(pf + pi)
ν] Ψi = Ψ¯f [−(pf − pi)µ + (Mf −Mi)cγµ] Ψi . (2.21)
Com o uso destas equac¸o˜es e fazendo F3 = K4/~,
F1 = K1 + 2Mc/(K3 +K5)
e
F2 = 2Mc/κ~(K2 −K3 −K5) ,
(2.19) reduz-se a:
Jµ = Ψ¯f
[
γµF1(q
2) + iκ~
F2(q
2)
2Mpc
σµνq
ν + ~qµF3(q2)
]
Ψi , (2.22)
onde κ e´ uma constante e representa o momento magne´tico anoˆmalo eMi =
Mp eMf sa˜o as massas inicial e final do pro´ton. O fator κ~/2Mpc e´ inserido
para que o fator F2(q
2) possa coincidir com a definic¸a˜o convencional de
fator de forma eletromagne´tico. Podemos reduzir ainda mais a expressa˜o
acima, impondo a conservac¸a˜o de corrente qµJµ(q) = 0. Para espalhamento
ela´stico, temos ainda queMf =Mi. Por outro lado, usando a antissimetria
do tensor σµν, a conservac¸a˜o da corrente implica que F3(q
2) = 0. Obtemos
finalmente para a densidade de corrente a expressa˜o:
Jµ = Ψ¯f
[
γµF1(Q
2) + iσµνqν
κ~
2Mpc
F2(Q
2)
]
Ψi . (2.23)
O chamado momento magne´tico anoˆmalo [9] κ e´ dado experimental-
mente, no caso do pro´ton, por κ ≈ 1, 79. A expressa˜o (2.23) sera´ utilizada
em nossos ca´lculos a partir de agora. Antes de iniciar os mesmos, vamos
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indicar as aproximac¸o˜es utilizadas para as func¸o˜es de onda inicial e final.
Para o estado final estamos supondo que o pro´ton seja uma part´ıcula
livre e este sera´ enta˜o descrito por uma func¸a˜o de onda plana. Sabe-se que o
pro´ton ao ser arrancado do nu´cleo continua a interagir com o mesmo, pore´m
vamos aqui desprezar estes efeitos como discutido no cap´ıtulo anterior.
2.2 Ca´lculo da componente temporal da densidade
de corrente
Vamos comec¸ar escrevendo J0 como (2.23):
J0 = F1J
0
a + i
κ~
2Mpc
F2J
0
b (2.24)
onde:
J0a = Ψ¯fγ
0Ψi e J
0
b = Ψ¯fσ
0νqνΨi . (2.25)
Temos que Ψ¯f = Ψ
†
fγ
0 e γ0γ0 = 1, logo, teremos:
J0a = Ψ
†
fΨi . (2.26)
Para a func¸a˜o de onda inicial escrevemos de forma gene´rica :
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Ψi =
(
φi(~r )
χi(~r )
)
e−iEit/~ . (2.27)
Para a func¸a˜o de onda final usaremos o spinor livre:
Ψf = Ne
iEf t/~e−
i
~~pf ·~r
(
χA
χB
)
, (2.28)
onde N e´ um fator de normalizac¸a˜o e e´ dado por: N =
√
Ef+Mpc2
2Ef
. A func¸a˜o
de onda inicial corresponde ao pro´ton em um estado ligado no nu´cleo, onde
ja´ separamos a parte temporal. Enta˜o:
J0a = Ne
−it(Ei−Ef )/~e−
i
~~pf ·~r
[
χ†Aφi + χ
†
Bχi
]
, (2.29)
onde as func¸o˜es φi(~r) e χi(~r) do estado ligado sa˜o dadas por [10]:
φi = g(r)Y
mi
jili
(2.30)
e
χi = if(r)Y
mi
jil′i
, (2.31)
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onde g(r) = G(r)r e f(r) =
F (r)
r .
Os harmoˆnicos esfe´ricos spinoriais sa˜o dados por:
Y mj l =
∑
mlms
〈l ml 1/2 ms|j m〉Yl ml(rˆ) χms , (2.32)
onde Ylml(rˆ) sa˜o os harmoˆnicos esfe´ricos, 〈l1 m1 l2 m2|l3 m3〉 e´ o simbolo
usado aqui para expressar os coeficientes de Clebsh-Gordon e l′ = l ± 1
para j = l ± 1/2. Substituindo as expresso˜es (2.31) e (2.30) em (2.29),
temos:
J0a = Ne
−it(Ei−Ef )/~e−
i
~~pf ·~r
[
χ†Ag(r )Y
mi
jili
+ χ†Bif(r )Y
mi
jil′i
]
. (2.33)
Temos ainda as definic¸o˜es:
χA = χmsf (2.34)
e
χB =
c ~pf · ~σ
(E +Mpc2)
χmsf , (2.35)
onde χmsf e´ a func¸a˜o de onda de spin. Com isso obtemos a expressa˜o:
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J0a = Ne
−it(Ei−Ef )/~e−
i
~~pf ·~r
[
g(r)
∑
mlimsi
〈li mli 1/2 msi|ji mi〉Ylimli(rˆ)χ†msfχmsi
+ if(r)
∑
mlimsi
〈l′i ml′i 1/2 msi|ji mi〉Yl′iml′i(rˆ)χ
†
Bχmsi
 . (2.36)
Como visto no cap´ıtulo anterior, precisamos da transformada de Fourier
da densidade de corrente, ou seja, da densidade de corrente no espac¸o dos
momentos transferidos. Esta sera´ enta˜o dada por:
J0a(~q) = 2piδ(Ei − Ef − w~)
∫
d3r ei~q·~rJ0a(~r) , (2.37)
onde temos d3r = r2drdΩ e δ(Ei − Ef − w~) ≡ δE garante a conservac¸a˜o
de energia. Vamos ainda redefinir a norma tal que 2piδEN = N .
Agora, calcularemos a transformada de Fourier do primeiro termo de
2.36, o qual chamaremos de J0a(g):
J0a(g) = N
∫
r2drdΩei(~q−~pf/~)·~rg(r) ∗∑
mli msi
〈li mli 1/2 msi|ji mi〉Ylimli(rˆ)χ†msfχmsi . (2.38)
No cap´ıtulo (1), vimos que o momento transferido ao pro´ton e´:
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~~q = ~pf + ~PR . (2.39)
Podemos ainda relacionar o momento de recuo do nu´cleo com o momento
inicial (~pi) do pro´ton arrancado, ou seja,:
~PR = −~pi (2.40)
e, portanto:
~~q = ~pf − ~pi . (2.41)
Voltando a` equac¸a˜o (2.38) e usando o resultado acima, obtemos:
J0a(g) = N
∫
r2drdΩe−
i
~~pi·~rg(r)∑
mli msi
〈li mli 1/2 msi|ji mi〉Ylimli(rˆ)χ†msfχmsi . (2.42)
Como podemos ver na equac¸a˜o acima, toda a dependeˆncia em relac¸a˜o ao
momento transferido (~q ) passa a ser agora em termos do momento inicial
do pro´ton ligado (~pi).
Para prosseguirmos em nossos ca´lculos, vamos utilizar a conhecida ex-
pansa˜o da onda plana em termos das func¸o˜es de Bessel esfe´ricas jL(x) :
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e−i~pi·~r = 4pi
∑
LM
(−i)LjL(pir)YLM(pˆi)Y ∗LM(rˆ) (2.43)
e substitu´ı-la em (2.42) para obter o resultado:
J0a(g) = 4piN
∑
LM
∑
mlimsi
(−i)LYLM(pˆi)〈li mli 1/2 msi|ji mi〉χ†msfχmsi∫
r2g(r)jL(pir)dr
∫
Y ∗LM(rˆ)Ylimli(rˆ)dΩ . (2.44)
Usando a ortonormalidade dos esfe´ricos harmoˆnicos [12], obtemos enta˜o:
J0a(g) = 4piN
∑
mli
(−i)liYlimli(pˆi)〈li mli 1/2 msf |ji mi〉
∫
r2g(r)jli(pir)dr .
(2.45)
Agora, passaremos a calcular o valor de J0a(f) para terminarmos esta
primeira parte. Esta e´ dada por:
J0a(f) = N
∫
r2drdΩe−i~pi·~rif(r)
∑
ml′
i
msi
〈l′iml′i 1/2msi|jimi〉Yl′iml′
i
(rˆ)χ†Bχmsi .
(2.46)
Realizando os mesmos procedimentos feitos no ca´lculo de J0a(g), chega-
mos a` seguinte expressa˜o:
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J0a(f) = 4piN
∑
ml′
i
msi
(−i)l′i−1Yl′iml′
i
(pˆi)〈l′i ml′i 1/2 msi |ji mi〉χ†Bχmsi∫
r2f(r)jl′i(pir)dr . (2.47)
Usando a forma expl´ıcita das matrizes de Pauli dadas no Apeˆndice,
chegamos ao resultado:
χB =
cpf
(Ef +Mpc2)
[
sin θp cosφpχ−msf + i sin θp sinφp
msf
|msf |
χ−msf+
cos θp
msf
|msf |
χmsf
]
. (2.48)
Fazendo agora o produto escalar χ†Bχmsi e substituindo em (2.47), tere-
mos:
J0a(f) =
4piN cpf
(Ef +Mpc2)
∑
ml′
i
(−i)l′i−1Yl′iml′
i
(pˆi)〈l′i ml′i 1/2 msi |ji mi〉[
(sin θpe
−iφp − cos θp)δmsi−1/2 + (sin θpeiφp + cos θp)δmsi1/2
]
∫
r2f(r)jl′i(pir)dr. (2.49)
A primeira parte do termo de J0 pode, enta˜o, ser escrita como:
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J0a(pi) = 4piN
∑
mli
(−i)liYlimli(pˆi)〈li mli 1/2 msf |ji mi〉∫
r2g(r)jli(pir)dr
+
cpf
(Ef +Mpc2)
∑
ml′
i
(−i)l′i−1Yl′iml′
i
(pˆi)〈l′i ml′i 1/2 msi |ji mi〉[
(sin θpe
−iφp − cos θp)δmsi−1/2 + (sin θpeiφp + cos θp)δmsi1/2
]
∫
r2f(r)jl′i(pir)dr
}
. (2.50)
Para a segunda parte, J0b , vamos ver como se comporta o termo σ
0νqν:
σ0νqν = −iγ5~σ · (~ˆpf − ~ˆpi) . (2.51)
Os operadores de momento ~ˆpi e ~ˆpf atuam, respectivamente, nas func¸o˜es
Ψi e Ψf . Logo, o termo de J
0
b dado em (2.25) fica:
J0b = −iΨ†fγ0γ5~σ · (i~
←−∇ + i~~∇)Ψi = ~Ψ†fγ0γ5~σ · (
←−∇ + ~∇)Ψi . (2.52)
Substituindo as func¸o˜es de onda final e inicial e multiplicando as matri-
zes γ0 e γ5, temos:
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J0b = ~Ne
i
~ (Ef−Ei)te−
i
~~pf ·~r(χ†msf χ
†
B)
(
0 1
−1 0
)
~σ · (←−∇ + ~∇)
( g(r)Y miji li
if(r)Y miji l′i
)
.
(2.53)
Tomando novamente a transformada de Fourier da expressa˜o acima,
efetuando uma integrac¸a˜o por partes e usando propriedades das func¸o˜es de
Bessel esfe´ricas, dadas no Apeˆndice, podemos obter o resultado desejado.
Mostraremos aqui apenas o resultado final para J0b obtido assim ja´ no
espac¸o dos momentos transferidos:
J0b (pi) = 4pi~N
 ∑
ml′
i
,msi
〈l′i ml′i 1/2 msi|ji mi〉
[pf
~
(−i)l′iYl′i ,ml′
i
(pˆi)F1(θp, φp)
∫
jl′i(pir)f(r)r
2dr
+
∑
σ1,σ2
I
(σ1 ,σ2)
f ( −
√
2δmsf ,1/2δmsi ,−1/2δσ2,1
+
√
2δmsf ,−1/2δmsi ,1/2δσ2,−1 +
msi
|msi|
δmsi ,msf δσ2,0 )
]
+
cpf
Ef +Mpc2
∑
mli ,msi
〈li mli 1/2 msi|ji mi〉[pf
~
(−i)li−1Yli,mli(pˆi)
∫
r2jli(pir)g(r)dr
−
∑
σ1,σ2
I(σ1 ,σ2)g F2(θp, φp)
]}
(2.54)
onde F1(θp, φp) e F2(θp, φp) sa˜o func¸o˜es dadas, respectivamente, por:
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F1(θp, φp) = (sin θpe
−iφp − cos θp)δmsi−1/2δmsf 1/2 +
(sin θpe
iφp + cos θp)δmsi1/2δmsf−1/2 (2.55)
e
F2(θp, φp) =
√
2(sin θpe
−iφpδmsf ,1/2 − cos θpδmsf−1/2)δmsi1/2δσ2−1
−√2(sin θpeiφpδmsf−1/2 + cos θpδmsf 1/2)δmsi−1/2δσ21
+[(sin θpe
−iφpδmsf ,1/2 − cos θpδmsf−1/2)δmsi−1/2
−(sin θpeiφpδmsf−1/2 − cos θpδmsf 1/2)δmsi1/2]δσ20
(2.56)
com:
I
(σ1 ,σ2)
g = −
√
li+1
2li+1
(−i)li+1Yli+1,σ1(pˆi)〈li + 1 σ1 1 σ2|li mli〉∫
jli+1(pir)
(
d
dr − lir
)
r2g(r)dr
+
√
li
2li+1
(−i)li+1Yli−1,σ1(pˆi)〈li − 1 σ1 1 σ2|li mli〉∫
jli−1(pir)
(
d
dr +
li+1
r
)
r2g(r)dr
(2.57)
e
I
(σ1 ,σ2)
f = −
√
l′i+1
2l′i+1
(−i)l′iYl′i+1,σ1(pˆi)〈l′i + 1 σ1 1 σ2|l′i ml′i〉∫
jl′i+1(pir)
(
d
dr − l
′
i
r
)
r2f(r)dr
+
√
l′i
2l′i+1
(−i)l′iYl′i−1,σ1(pˆi)〈l′i − 1 σ1 1 σ2|l′i ml′i〉∫
jl′i−1(pir)
(
d
dr +
l′i+1
r
)
r2f(r)dr .
(2.58)
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2.3 Ca´lculo da componente espacial da densidade de
corrente
Agora, vamos calcular a parte espacial da quadricorrente nuclear. An-
tes vamos analizar os termos envolvidos no ca´lculo, ou seja, Ψ¯fγ
µΨi e
Ψ¯fσ
µνqνΨi. Como o termo temporal ja´ foi calculado, podemos escrever os
demais como vetores. Ou seja:
3∑
i=1
Ψ¯fγ
iΨieˆi = Ψ¯f~γΨi (2.59)
e:
3∑
i=1
Ψ¯fσ
iνqνΨieˆi = Ψ¯f(~σ × ~q)Ψi. (2.60)
A expressa˜o geral fica, enta˜o:
~J = F1(Q
2)Ψ¯f~γΨi +
κ
2Mp
F2(Q
2)iΨ¯f(~σ × ~q)Ψi . (2.61)
Chamaremos a partir de agora: ~Jc = Ψ¯f~γΨi e ~Jd = Ψ¯f(~σ × ~q)Ψi. Para
~Jc,temos:
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Ψ¯f~γΨi = Ψ
†
fγ
0γ0~αΨi = Ψ
†
f~αΨi (2.62)
onde ~α =
(
0 ~σ
~σ 0
)
.
Como ja´ vimos no cap´ıtulo(1), a sec¸a˜o de choque e´ dada em func¸a˜o de
J+, J−, Jz e J0. Escreveremos enta˜o o vetor ~J na forma abaixo:
~J =
∑
m
(−1)mJmeˆ−m = −J+eˆ− − J−eˆ+ + Jzeˆz (2.63)
onde m = −1, 0,+1(com eˆz = eˆ0). Utilizando a expansa˜o acima, podemos
enta˜o, escrever:
~Jc =
[
−Ψ†fα+Ψieˆ− −Ψ†fα−Ψieˆ+ +Ψ†fαzΨieˆz
]
. (2.64)
Seguindo agora um desenvolvimento semelhante ao utilizado na ob-
tenc¸a˜o de J0 e usando propriedades das matrizes de Pauli, definidas no
Apeˆndice , obtemos:
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Jc,+(pi) = −4pi
√
2N
(−i)l′i−1∑
ml′
i
Yl′iml′
i
(pˆi)δmsf 1/2
〈l′i ml′i 1/2 − 1/2|ji mi〉
∫
r2f(r)jl′i(pir)dr
+
cpf
(Ef +Mpc2)
(−i)li
∑
mli
Ylimli(pˆi)〈li mli 1/2 − 1/2|ji mi〉[
sin θpe
iφpδmsf−1/2 + cos θpδmsf 1/2
] ∫
r2g(r)jli(pir)dr
}
(2.65)
e analogamente para a componente Jc,−:
Jc,−(pi) = 4pi
√
2N
(−i)l′i−1∑
ml′
i
Yl′iml′
i
(pˆi)δmsf−1/2〈l′i ml′i 1/2 1/2|ji mi〉∫
r2f(r)jl′i(pir)dr +
cpf
(Ef +Mpc2)
(−i)li
∑
mli
Ylimli(pˆi)〈li mli 1/2 1/2|ji mi〉[
sin θpe
−iφpδmsf 1/2 − cos θpδmsf−1/2
] ∫
r2g(r)jli(pir)dr
}
(2.66)
Finalmente, para Jc,z, chegamos a` expressa˜o:
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Jc,z(pi) = 4piN
(−i)l′i−1∑
ml′
i
msf
|msf |
Yl′iml′
i
(pˆi)〈l′i ml′i 1/2 msf |ji mi〉∫
r2f(r)jl′i(pir)dr +
cpf
(Ef +Mpc2)
(−i)li
∑
mli
Ylimli(pˆi)[
〈li mli 1/2 1/2|ji mi〉 sin θpeiφpδmsf−1/2−
〈li mli 1/2 − 1/2|ji mi〉 sin θpe−iφpδmsf 1/2 +
〈li mli 1/2 msf |ji mi〉 cos θp
] ∫
r2g(r)jli(pir)dr
}
(2.67)
O termo ~Jd pode ser colocado, genericamente, como:
~Jd = (φ
†
f χ
†
f)
(
~σ × ~q 0
0 −~σ × ~q
)(
φi
χi
)
= φ†f [~σ × ~q]φi − χ†f [~σ × ~q]χi
(2.68)
Algumas expresso˜es e definic¸o˜es usadas para obtermos esta expressa˜o,
esta˜o dadas no Apeˆndice. Colocamos a seguir o resultado obtido em termos
de Jd,+, Jd,− e em seguida Jd,z.
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Jd,+ = i~4piN
∑
mli
〈li mli 1/2 msf |ji mi〉W+[g(r), 0, 0, 1, li,mli]
msi
|msi|
δmsi ,msf + 〈li mli 1/2 1/2|ji mi〉W+[g(r), 0, 1, 0, li,mli]
√
2δmsf ,−1/2
+
∑
ml′
i
(−i) cpf
Ef +Mpc2
〈l′i ml′i 1/2 msi|ji mi〉W+[f(r), 0, 0, 1, l′i,ml′i]
(− sin θpe−iφpδmsi ,−1/2δmsf ,1/2 + sin θpeiφpδmsi ,1/2δmsf ,−1/2 + cos θpδmsi ,msf )
+i
cpf
Ef +Mpc2
〈l′i ml′i 1/2 msi|ji mi〉W+[f(r), 0, 1, 0, l′i,ml′i]
√
2(sin θpe
−iφpδmsi ,1/2δmsf ,1/2 − cos θpδmsi ,1/2δmsf ,−1/2)
}
, (2.69)
Jd,− = −i~4piN
∑
mli
〈li mli 1/2 msf |ji mi〉W−[g(r), 0, 0, 1, li,mli]
msi
|msi|
δmsi ,msf + 〈li mli 1/2 1/2|ji mi〉W−[g(r), 0, 1, 0, li,mli]
√
2δmsf ,−1/2
+
∑
ml′
i
(−i) cpf
Ef +Mpc2
〈l′i ml′i 1/2 msi|ji mi〉W−[f(r), 0, 0, 1, l′i,ml′i]
(− sin θpe−iφpδmsi ,−1/2δmsf ,1/2 + sin θpeiφpδmsi ,1/2δmsf ,−1/2 + cos θpδmsi ,msf )
+i
cpf
Ef +Mpc2
〈l′i ml′i 1/2 msi|ji mi〉W−[f(r), 0, 1, 0, l′i,ml′i]
√
2(sin θpe
−iφpδmsi ,1/2δmsf ,1/2 − cos θpδmsi ,1/2δmsf ,−1/2)
}
(2.70)
e
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Jd,z = i~4piN
∑
mli
[ 〈li mli 1/2 − 1/2|ji mi〉
√
2W−[g(r), 1, 0, 1, li,mli]δmsf ,1/2
+〈li mli 1/2 1/2|ji mi〉
√
2W+[g(r), 1, 0, 1, li,mli]δmsf ,−1/2 ]
− cpf
Ef +Mpc2
∑
ml′
i
[ 〈l′i ml′i 1/2 − 1/2|ji mi〉
√
2W−[f(r), 1, 0, 1, l′i,ml′i]
(sin θpe
iφpδmsf ,−1/2 + cos θpδmsf ,1/2) +
〈l′i ml′i 1/2 1/2|ji mi〉W+[f(r), 1, 0, 1, l′i,ml′i]√
2(− sin θpe−iφpδmsf ,1/2 + δmsf ,−1/2) ]
}
(2.71)
onde, temos para a func¸a˜o W :
W±[ϕ(r), k,m, n, l,ml] =
(−i)l(±1)kYl,ml(pˆi)
(∓pf/~)
(
√
2)n
cosm θp sin
n θpe
±inφ
∫
jl(pir)r
2ϕ(r)dr
+(−i)lYl+1,ml±n(pˆi)
√
l + 1
2l + 1
〈(l + 1) 1 (ml ± n) ∓ n|l ml〉∫
jl+1(pir)r
2
(
d
dr
− l
r
)
ϕ(r)dr + (−i)lYl−1,ml±n(pˆi)
√
l
2l + 1
〈(l − 1) 1 (ml ± n) ∓ n|l ml〉
∫
jl−1(pir)r2
(
d
dr
+
l + 1
r
)
ϕ(r)dr
(2.72)
onde k, m e n podem valer 0 ou 1. Com isso, conclu´ımos o ca´lculo das
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expresso˜es que descrevem o comportamento da densidade de corrente no
nu´cleo, no modelo aqui utilizado, para o espalhamento (e, e′p). Apresenta-
remos, no pro´ximo cap´ıtulo, a geometria utilizada para determinar explici-
tamente as correntes acima obtidas e faremos uma discussa˜o dos resultados.
Cap´ıtulo 3
Ana´lise dos Resultados Obtidos
Apresentaremos neste cap´ıtulo alguns resultados nume´ricos baseados
nas expresso˜es obtidas no cap´ıtulo anterior. Comec¸aremos discutindo a
geometria utilizada em nossos ca´lculos. A seguir, valores nume´ricos para
as densidades de corrente sa˜o apresentados na forma de gra´ficos, para uma
determinada geometria de detec¸a˜o do pro´ton e um nu´cleo em particular.
Finalmente, discutiremos a validade da equac¸a˜o da continuidade para a
corrente hadroˆnica dentro das aproximac¸o˜es utilizadas .
3.1 Geometria do espalhamento
Quando falamos em geometria do espalhamento, estamos nos referindo
a uma disposic¸a˜o espacial do aparato montado para a medic¸a˜o. Ele e´
montado de diferentes formas, dependendo do interesse do pesquisador.
Duas das geometrias mais utilizadas em processos do tipo (e, e′p) sa˜o, as
assim chamadas, geometrias paralela e perpendicular, sendo utilizadas em
observac¸o˜es experimentais. Em ambos os casos, tanto a energia inicial do
ele´tron como a magnitude do momento final do pro´ton emitido (ou mais
propriamente, sua energia cine´tica) sa˜o fixados pelo observador. Vamos
discutir um pouco essas duas geometrias.
Na geometria perpendicular o valor do momento transferido ~~q e´ man-
tido fixo e a densidade de corrente varia com o aˆngulo θp para valores fixos
do aˆngulo azimutal φp (ver figura 1.3). Isso acarreta uma dependeˆncia
indireta da densidade de corrente com o momento inicial do pro´ton. Na
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geometria paralela o momento transferido esta´ na mesma direc¸a˜o do mo-
mento final, o que implica que θp = 0, logo, teremos uma dependeˆncia
direta entre a densidade de corrente e o momento inicial do pro´ton pi, para
qualquer valor de φp. Essa condic¸a˜o de dependeˆncia direta nos levou a
escolher esta u´ltima geometria neste trabalho. Por outro lado, esta escolha
torna os dois u´ltimos termos da sec¸a˜o de choque (1.58) nulos [7]. No en-
tanto, para nossos propo´sitos neste trabalho esta e´ uma escolha suficiente.
3.2 Resultados
Antes de apresentarmos os resultados, precisamos fixar os paraˆmetros
que definem a estrutura do nu´cleo no modelo aqui usado, como descrito no
in´ıcio do cap´ıtulo anterior. Como dito anteriormente, aplicaremos os resul-
tados para o nu´cleo de 16O, para o qual temos o conjunto de paraˆmetros
dados na tabela 3.1 [8]. Assim, apresentaremos resultados nume´ricos su-
pondo que o pro´ton arrancado no processo seja proveniente de um estado
1s1/2, 1p3/2 ou 1p1/2, correspondentes aos treˆs estados de part´ıcula inde-
pendente no estado fundamental do 16O.
Mpc
2 (MeV) msc
2 (MeV) mwc
2 (MeV) gs gv
938 520 783 10,47 13,80
Tabela 3.1: Conjunto de paraˆmetros para o nu´cleo 16O
Outro ponto a definirmos e´ a escolha dos fatores de forma para o nucleon,
ou seja, F1(Q
2) e F2(Q
2). Adotaremos aqui um procedimento comumente
usado na literatura, o qual consiste em supor que os dois fatores de forma
do nucleon teˆm a mesma dependeˆncia em Q [11]. Desta forma, se quisermos
utilisar nossos resultados para uma comparac¸a˜o com dados experimentais
de espalhamento (e, e′p), basta multiplicar as densidades Jµ(q) obtidas se-
gundo nossas expresso˜es do Cap´ıtulo 2, por F1(Q
2) ≡ F2(Q2). O fator
de forma do nucleon pode enta˜o ser determinado fenomenologicamente ou
segundo um modelo apropriado.
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3.2.1 Resultados para as componentes da densidade de corrente
Apresentamos a seguir nossos resultados para as densidades Jµ(q) na ci-
nema´tica paralela. Para isto escolhemos um valor fixo para pf = 450MeV/c,
que e´ um valor t´ıpico obtido em medidas experimentais recentes [7].
Na obtenc¸a˜o da secc¸a˜o de choque em termos das densidades, a com-
ponente Jz(q) e´ sempre eliminada em favor de J0(q) devido a` hipo´tese de
que a equac¸a˜o da continuidade seja satisfeita. Esta u´ltima, em termos do
momento transferido, pode ser escrita como:
J0(q)− qc
ω
Jz(q) = 0 .
Em nosso caso, o valor de ~ω pode ser obtido a partir das energias de
part´ıcula independente calculadas na aproximac¸a˜o relativ´ıstica de Hartree
com o co´digo TIMORA. Com isto podemos efetuar um teste nume´rico para
a validade da equac¸a˜o da continuidade dentro das aproximac¸o˜es utilizadas.
Assim, separamos os resultados em treˆs grupos contendo quatro gra´ficos
cada. Esses treˆs grupos sa˜o definidos pelo valor do momento angular orbital
l e pelo valor do momento angular total j do pro´ton ligado.
Primeiro grupo : l = 0 e j = 1/2
Segundo grupo : l = 1 e j = 3/2
Terceiro grupo : l = 1 e j = 1/2
Dentro de cada grupo sa˜o enta˜o apresentados os gra´ficos de:
J0 × pi
J− × pi
J+ × pi
ωJ0
qJz
× pi
(3.1)
onde pi e´ dado em unidades de {MeVc } e Jµ(pi) e´ dado em {fm3/2}.
Vamos comec¸ar, enta˜o, discutindo os gra´ficos.
CAPI´TULO 3. ANA´LISE DOS RESULTADOS OBTIDOS 60
Primeiro grupo: (l=0 e j=1/2)
O gra´fico da figura 3.1 mostra o comportamento da componente tempo-
ral da corrente J0(pi). Nele incluimos ainda a curva quando desprezamos
a influeˆncia do termo J0b (2.54) . Como podemos ver, na˜o se trata de um
termo desprez´ıvel, dada a diferenc¸a entre as curvas especialmente na regia˜o
do pico. As curvas sa˜o as mesmas para spin final do pro´ton igual a ±1/2.
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Figura 3.1: Gra´fico de J0 para l = 0, j = 1/2 e msf = ±1/2. A curva mais grossa na˜o
conte´m o termo J0b .
O gra´fico da figura 3.2 mostra que J−(pi) alcanc¸a valores mais altos
conforme pi vai se aproximando de zero, apresentando uma leve queda nos
pontos que se avizinham de pi = 0. Todos os valores para msf = 1/2
sa˜o nulos, ou seja, segundo a teoria aqui usada e na cinema´tica paralela,
nenhum pro´ton com spin final igual a +1/2 poderia ser detetado em uma
poss´ıvel observac¸a˜o experimental de J−(pi).
O gra´fico da figura 3.3 , nos mostra o comportamento para J−(pi) para
pro´tons detectados com spin msf = +1/2. De forma ana´loga ao gra´fico da
figura 3.2, na˜o deveria ser observado nenhum pro´ton com spin final igual
a −1/2 neste caso.
O gra´fico da figura 3.4 (u´ltimo do primeiro grupo) apresenta um teste de
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Figura 3.2: Gra´fico de J− para l = 0, j = 1/2 e msf = −1/2.
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Figura 3.3: Gra´fico de J+ para l = 0, j = 1/2 e msf = +1/2.
validade para a equac¸a˜o da continuidade dentro da teoria aqui apresentada.
O resultado, caso a equac¸a˜o seja va´lida, tanto para msf = +1/2 como para
msf = −1/2, e´ que a curva obtida tenha um valor constante e igual a 1.
Vemos no entanto que este comportamento desejado na˜o e´ satisfeito dentro
do modelo, em toda a faixa de valores de pi observada. Apo´s analisarmos os
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outros grupos de resultados, voltaremos a discutir este ponto importante.
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Figura 3.4: Gra´fico da raza˜o w
qc
J0
Jz
para l = 0, j = 1/2 e msf = ±1/2.
Segundo grupo: (l=1 e j=3/2)
O gra´fico da figura 3.5 apresenta pontos de ma´ximo para valores de
momento(pi) afastados de zero e mı´nimo em zero. Este comportamento
diferente, em relac¸a˜o ao caso anterior, e´ devido ao fato de estarmos agora
observando um pro´ton arrancado originalmente de um estado com l = 1.
O gra´fico da figura 3.6 apresenta o comportamento de J−(pi) para j =
3/2 e l = 1. Diferentemente do caso em que l = 0, vemos o aparecimento
de um mı´nimo pronunciado quando pi → 0. O mesmo vale aqui no que
diz respeito ao spin final, ou seja, os valores sera˜o nulos para spin final do
pro´ton msf = +1/2.
O gra´fico da figura 3.7 mostra os valores de J+ para spin final msf =
+1/2. Novamente constatamos que os valores sa˜o nulos para spin final
igual a −1/2.
O gra´fico 3.8 mostra ainda um teste para a validade da equac¸a˜o da
continuidade para o caso espec´ıfico do estado p3/2 e, novamente, observa-se
uma quebra desta simetria do sistema.
Terceiro grupo: (l=1 e j=1/2)
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Figura 3.5: Gra´fico de J0 para l = 1, j = 3/2 e msf = ±1/2.
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Figura 3.6: Gra´fico de J− para l = 1, j = 3/2 e msf = −1/2.
Neste terceiro grupo, analisamos o estado (1p1/2) e a situac¸a˜o e´ um tanto
diferenciada em relac¸a˜o a`s anteriores, sob va´rios aspectos que passaremos
agora a discutir. Mais uma vez a equac¸a˜o da continuidade e´ fortemente
desrespeitada para uma larga faixa de pi dentro do modelo aqui utilizado,
como podemos ver pela figura 3.12.
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Figura 3.7: Gra´fico de J+ para l = 1, j = 3/2 e msf = +1/2.
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Figura 3.8: Gra´fico da raza˜o w
qc
J0
Jz
para l = 1, j = 3/2 e msf = ±1/2.
O gra´fico da figura 3.9 foi o u´nico que apresentou diferenc¸as em relac¸a˜o
ao spin final do pro´ton. Essa diferenc¸a no entanto desaparece quando
calculamos a sec¸a˜o de choque, pois esta depende apenas do mo´dulo de J0,
ao menos na cinema´tica paralela.
O gra´fico da figura 3.10 apresentou picos negativos, em oposic¸a˜o aos
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Figura 3.9: Gra´fico de J0 para l = 1, j = 1/2, com a curva cont´ınua representando o spin
final −1/2 e a hachurada o spin final +1/2.
outros gra´ficos de J−(vale lembrar que em zero a func¸a˜o na˜o esta´ determi-
nada, correspondendo ao que chamamos de zero de Born). Novamente, na˜o
esperamos observar o sinal das densidades em uma medida experimental.
Na figura 3.11 mostramos finalmente o comportamento de J+ para este
estado.
Os resultados acima nos mostram que, embora a utilizac¸a˜o de uma apro-
ximac¸a˜o de onda plana para descrever o pro´ton no estado final, tenha a
vantagem de uma dependeˆncia bastante simples das densidades de corrente
de transic¸a˜o com a func¸a˜o de onda do pro´ton em seu estado inicial ligado,
isto traz consigo o oˆnus da quebra de uma simetria fundamental do sistema.
Que isto deveria ocorrer, fica claro se notamos que estamos usando na ver-
dade diferentes hamiltonianas para descrever o pro´ton em seu estado inicial
e final. Esta dificuldade poderia ser eliminada se obtive´ssemos a func¸a˜o
de onda final do pro´ton a partir da mesma interac¸a˜o usada para descrever
o estado ligado, ou seja, em nosso caso a partir dos potenciais mesoˆnicos
obtidos atrave´s do modelo de Wallecka. De qualquer forma, poderiamos
esperar que o relaxamento desta condic¸a˜o fosse razoa´vel do ponto de vista
dos resultados nume´ricos, o que definitivamente na˜o ocorre nos casos con-
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Figura 3.10: Gra´fico de J− para l = 1, j = 1/2 e msf = −1/2.
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Figura 3.11: Gra´fico de J+ para l = 1, j = 1/2 e msf = +1/2.
siderados aqui. Vale lembrar que a cinema´tica aqui escolhida corresponde
a` utilizada em medidas experimentais recentes. No entanto, mesmo que
a energia final do pro´ton aumentasse significativamente, o comportamento
da raza˜o entre J0 e Jz na˜o deve mudar em relac¸a˜o ao que foi anteriormente
apresentado, como foi por no´s numericamente verificado.
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Figura 3.12: Gra´fico da raza˜o w
qc
J0
Jz
para l = 1, j = 1/2 e msf = ±1/2.
Concluso˜es
O me´todo de espalhamento de ele´trons pelo nu´cleo atoˆmico e´ uma ex-
celente forma para se obter informac¸o˜es a respeito da estrutura nuclear.
Atualmente estas informac¸o˜es sa˜o muito importantes na˜o apenas do ponto
de vista da F´ısica Nuclear em si, mas tambe´m para uma melhor compre-
ensa˜o de outros mecanismos de funcionamento da natureza. O fato do
nu´cleo possuir uma estrutura, implica a existeˆncia de fatores de forma, os
quais dependem diretamente das densidades de corrente nucleares. Como
os fatores de forma esta˜o diretamente relacionados a` secc¸a˜o de choque de
espalhamento, esta u´ltima se torna assim em uma medida direta das den-
sidades. No caso espec´ıfico do espalhamento (e,e’p) no chamado regime
quasiela´stico, vimos que a descric¸a˜o tanto do ele´tron espalhado, como do
pro´ton arrancado do nu´cleo, atrave´s da aproximac¸a˜o de ondas planas, nos
conduz a` interpretac¸a˜o dos fatores de forma simplesmente como a transfor-
mada de Fourier da func¸a˜o de onda do pro´ton ligado, ou melhor dizendo,
como a distribuic¸a˜o de momentos para o pro´ton dentro do nu´cleo.
Esta interpretac¸a˜o simples, esbarra no entanto no fato de que a equac¸a˜o
da continuidade para a parte hadroˆnica da corrente e´ fortemente violada
na aproximac¸a˜o de ondas planas para o pro´ton no cont´ınuo. Embora nosso
teste nume´rico tenha sido aplicado a um modelo espec´ıfico para descrever
a estrutura nuclear, podemos concluir que esta violac¸a˜o deve ocorrer para
qualquer outro modelo. Quanto a` aproximac¸a˜o de ondas planas para o
ele´tron, e´ um fato bem estabelecido que esta deve conduzir a resultados
bem realistas para o problema, ao menos para nu´cleos relativamente leves,
como o 16O.
Quanto ao fato de usarmos ummodelo que inclui explicitamente correc¸o˜es
relativ´ısticas para descrever o pro´ton ainda em seu estado ligado, acredita-
mos que este trabalho possa servir como ponto de partida para comparac¸o˜es
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com outros modelos na˜o-relativ´ısticos, a fim de melhor quantificar a ne-
cessidade ou na˜o de introduzirmos tais correc¸o˜es neste tipo de problema.
Neste sentido, um estudo que explore ainda a relac¸a˜o com a utilizac¸a˜o de
diferentes cinema´ticas de detec¸a˜o do pro´ton, pode ser importante. A partir
de nossas expresso˜es obtidas no Cap´ıtulo 2 e algum esforc¸o computacional
adicional, este estudo pode ser feito.
Assim, baseados nos resultados obtidos e na argumentac¸a˜o acima, pode-
mos propor dois pontos como forma de continuidade do presente trabalho:
no primeiro, a obtenc¸a˜o da func¸a˜o de onda do pro´ton emitido a partir
do mesmo potencial utilizado para descrever o pro´ton ligado, o que deve
satisfazer a equac¸a˜o da continuidade para as correntes de transic¸a˜o corres-
pondentes. No caso do modelo de Wallecka em sua versa˜o mais simples,
isto significa resolver o problema do estado final do pro´ton a partir dos
mesmos potenciais mesoˆnicos da aproximac¸a˜o de Hartree.
O segundo ponto e´ a tentativa de refinarmos o modelo usado neste tra-
balho. Isto inclui a possibilidade de adicionarmos outros me´sons no modelo
ou efeitos que possam ir ale´m da aproximac¸a˜o de part´ıcula independente.
Embora isto possa corresponder a correc¸o˜es bastante pequenas em alguns
observa´veis me´dios do nu´cleo, tais efeitos podem trazer modificac¸o˜es bas-
tante sens´ıveis nas densidades de corrente e consequentemente na sec¸a˜o de
choque (e,e´p).
Apeˆndice
Apresentamos, neste apeˆndice, algumas relac¸o˜es usadas para deduzir as
expresso˜es de Jµ apresentadas no cap´ıtulo 2. Uma delas e´ a que fornece o
gradiente de uma func¸a˜o radial multiplicada pelo harmoˆnico esfe´rico:
~∇ϕ(r)Yl,m(rˆ) = −
(
l + 1
2l + 1
)1/2(
d
dr
− l
r
)
ϕ(r)Yml,l+1(rˆ) +
+
(
l
2l + 1
)1/2(
d
dr
+
l + 1
r
)
ϕ(r)Yml,l−1(rˆ)
onde ϕ(r) e´ uma func¸a˜o arbitra´ria de r. Os harmoˆnicos esfe´ricos vetoriais
sa˜o dados por:
YML,l(rˆ) =
∑
m,m′
〈l m 1 m′|L M〉Yl,m(rˆ)eˆm′
com m′ = 0,±1.
Em nossos ca´lculos utilizamos ainda as seguintes relac¸o˜es envolvendo as
func¸o˜es de Bessel esfe´ricas [12]:
2l + 1
x
jl(x) = jl−1(x) + jl+1(x)
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e:
d
dx
jl(x) =
1
2l + 1
[ljl−1(x)− (l + 1)jl+1(x)] .
Para deixar claro a notac¸a˜o e convenc¸o˜es usadas, definimos as matrizes
de Pauli utilizadas no desenvolvimento das expresso˜es. Podemos escrever
as componentes de ~σ como:
σx =
(
0 1
1 0
)
, σy =
(
0 −i
i 0
)
e σz =
(
1 0
0 −1
)
,
com
σ± = ∓ 1√
2
(σx ± iσy) .
Aplicando σ+, σ− e σz a` func¸a˜o de spin , temos:
σ+χms = −
√
2 χ1/2 δms,−1/2 ,
σ−χms =
√
2 χ−1/2 δms,1/2
e
σzχmsi =
ms
|ms| χms .
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Para finalizar, apresentamos o produto vetorial:
~σ × ~pf = −i(σ−pz − σzp−)e+ + i(σ+pz − σzp+)e− − i(σ+p− − σ−p+)ez
onde p± e´ definido de forma similar a`s matrizes de Pauli.
Propriedades dos coeficientes de Clebsh-Gordan assim como dos harmoˆnicos
esfe´ricos, bem como valores especiais destes u´ltimos, foram obtidos de [13].
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